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САЖЕТАК 
 

Мултиваријантна линеарна регресија је 
поступак изградње математичког модела 
праве са више независних варијабли које се 
сабирају међусобно и са једном константом 
да би дали вредност зависне варијабле, тј. 
исхода. Зависна варијабла је континуалног 
нумеричког карактера, док независне варија-
бле (предиктори) могу бит и нумеричког и 
категоријског типа. Мултиваријантна линеар-
на регресија је изузетно користан метод за 
испитивање утицаја већег броја варијабли на 
исход лечења (зависну варијаблу). Не само да 
је помоћу тог метода могуће проценити да ли 
нека варијабла утиче значајно на исход или 
не, већ се добија и квантитативна мера тог 
утицаја, као и релативни значај сваке од 
варијабли у односу на друге. Своју највећу 
примену мултиваријантна линеарна регресија 
има у опсервационим клиничким студијама, 
посебно онима типа "студије пресека”. 

 

Кључне речи: мултиваријантна линеарна 
регресија, колинеарност, коефицијент детер-
минације. 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 
 

Multivariable linear regression is a procedure 
of building mathematical model of straight line 
with several independent variables which are 
added one to another and to a constant to give 
value of dependent variable, i.e. of outcome. 
Dependent variable has to be continuous and 
numeric, while independent variables may be of 
both numeric and categorical type. Multivariable 
linear regression is very useful method for tes-
ting influence of multiple independent variables 
on a treatment outcome (dependent variable). 
With this method it is possible not only to esti-
mate whether certain independent variable may 
influence the outcome significantly, but also to 
quantify this influence and compare strength of 
influence between the variables. Multivariable 
linear regression is especially useful method for 
analyzing data of observational clinical studies, 
particularly "cross-sectional” ones.  

 

Keywords: multivariable linear regression, 
collinearity, coefficient of determination.  
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УВОД 
 

Ако се исход лечења у некој клиничкој 
или опсервационој студији мери континуал-
ном нумеричком варијаблом (тј. варијаблом 
чије вредности могу бити било где на скали 
којом се она мери), факторе који утичу на 
исход називамо предикторским или незави-
сним варијаблама. Предикторских варијабли 
обично има више, и да би објаснили како оне 
утичу на исход лечења, један од начина је да 
формирамо једначину (тј. математички 
модел) праве линије у којој ће учествовати 
све предикторске варијабле: 

 

 
 

У овој једначини "y" је ознака за исход, тј. 
зависну варијаблу, "a", "b" и "aa" су ознаке за 
вредности предикторских варијабли, a "k0", 
"k1", "k2" и "kn" су ознаке за коефицијенте 
испред предикторских варијабли који одре-
ђују колики утицај свака од њих има на 
исход. Предикторске варијабле могу бити и 
нумеричког, и категоријског карактера, и 
формирање оваквог модела омогућава да се 
квантификује утицај сваке од њих на исход, и 
то прилагођен за истовремено дејство свих 
осталих варијабли. Овакав тип статистичке 
анализе се назива и мултиваријантном, јер 
узима у обзир дејство свих предикторских 
варијабли заједно.  

 

УСЛОВИ ЗА СПРОВОЂЕЊЕ 

МУЛТИВАРИЈАНТНЕ  

ЛИНЕАРНЕ РЕГРЕСИЈЕ 
 

Да би могао да се направи модел мулти-
варијантне линеарне регресије неопходно је 
да буду испуњени одређени услови, којих има 
укупно четири. Први услов је да постоји 
линеарна веза између предикторских варијаб-
ли и исхода, тј. да повећање или смањење 
предикторске варијабле доводи до пропор-
ционалног повећања или смањења исхода. 
Други услов је да варијабилност података око 
регресионе линије треба да буде једнакомерна 
у свим деловима те линије (тј. да постоји 
хомосцедастичност). Трећи услов се односи 
на варијабилност података око сваке тачке на 
регресионој линији, која треба да следи нор-
малну дистрибуцију. Најзад, четврти услов је 
испуњен ако је одступање сваког појединач-
ног податка од регресионе линије независно 
од одступања других података1.  Ако су ови 
услови испуњени, модел мултиваријантне 
линеарне регресије се може успоставити, а 
колико он заиста објашњава утицај предик-

торских варијабли на исход говори нам кое-
фицијент детерминације (R2), тј. фракција 
укупне варијабилности која се може објасни-
ти моделом регресије. Што је коефицијент 
детерминације ближи јединици, то модел 
мултиваријантне линеарне регресије више 
објашњава варијације исхода помоћу варија-
ција предиктора.  

 

КОЛИНЕАРНОСТ 
 

Предикторске варијабле могу бити у 
међусобној вези, тј. вредности две или више 
њих могу међусобно корелирати. Такву 
појаву називамо колинеарношћу, и она зна-
чајно утиче на модел мултиваријантне ли-
неарне регресије. Када се у модел надодаје 
нова предиктоска варијабла која корелира са 
другим предиктором што је већ у моделу, 
онда ће њено додавање утицати на коефици-
јент испред тог другог предиктора, мењајући 
му вредност и повећавајући његову стандар-
дну грешку. С друге стране, уколико нови 
предиктор не корелира ни са једним који се 
већ налази у моделу, тј. ако нема колинеарно-
сти, његовоувођење неће имати никакав ути-
цај ни на вредност коефицијената осталих 
предиктора, ни на стандардне грешке тих 
вредности. Зато се приликом избора предик-
торских варијабли које уносимо у модел увек 
трудимо да изаберемо оне које међусобно 
нису колинеарне (тј. које су међусобно неза-
висне), јер ћемо тиме повећати статистичку 
снагу наше студије, чак иако број испитаника 
остаје исти. Добар избор предиктора које 
ћемо укључити у модел подразумева прона-
лажење свих релевантних варијабли које 
уопште имају утицај на исход, али укључи-
вање само оних који уносе независну инфор-
мацију у модел. У том смислу је најбоље 
избећи аутоматске системе за селекцију пре-
дикторских варијабли (као што су скрининг 
ефеката појединачних варијабли и додавање 
или одузимање варијабли корак по корак), већ 
варијабле изабрати на основу наших концеп-
туалних знања о проблему који истражујемо.  

Да ли постоји колинеарност између пре-
диктора може се испитати на два начина: (1) 
формирањем матрикса коефицијената коре-
лације између свих предиктора понаособ 
(биваријантна корелација) – колинеарност не 
постоји ако ниједан од коефицијената не пре-
вазилази вредност 0.8; (2) израчунавањем 
фактора инфлације варијансе појединачног 
предиктора који указује у којој мери колине-
арност повећава варијансу вредности тог пре-
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диктора; фактор инфлације варијансе (engl. 
variance inflation factor – VIF) се израчунава 

по формули 	��� = 	 �

���	

 , где је ��


  коефи-

цијент детерминације регресије између 
предиктора за кога се рачуна VIF и свих оста-
лих предиктора са друге стране2. Уколико је 
фактор инфлације варијансе већи од 10, може 
се са сигурношћу рећи да колинеарност пос-
тоји, што значи да неке предикторе морамо 
елиминисати. Понекада се уместо фактора 
инфлације варијансе користи његова реци-

прочна вредност (
�

���
), што се назива толеран-

ција; колинеарност постоји ако је толеранција 
мања од 0,1.  

 

ЕЛИМИНАЦИЈА ЕКСТРЕМНИХ 

ПОДАТАКА 
 

Када тражимо модел мултиваријантне 
линеарне регресије за одређену групу подата-
ка обично приметимо да подаци од неколико 
јединица посматрања узимају екстремне вре-
дности. Такве, екстремне, податке је најбоље 
елиминисати из анализе, јер они имају непро-
порционално велики утицај на коефицијенте 
регресионе формуле. Колико је велики тај 
утицај најбоље се може проценити тзв. Куко-
вом дистанцом, тј. збиром промена свих кое-
фицијената у случају елиминације једног 
екстремног податка (плус одсечак на Y-оси); 
када је Кукова дистанца велика, то указује да 
такав екстремни податак свакако треба ели-
минисати из даље анализе3.  

 

ИНТЕРАКЦИЈА ИЗМЕЂУ 

ПРЕДИКТОРСКИХ ВАРИЈАБЛИ 
 

Понекада два предиктора нису само у 
корелацији, већ могу појачавати или слабити 
ефекат један другом на исход. Када постоји 
таква појава, она се назива интеракцијом пре-
диктора, и тада морамо унети као посебну, 
додатну предикторску варијаблу комбинова-
но дејство та два предиктора (нпр. ако су у 
интеракцији предиктори а и b, онда у моделу 
мултиваријантне регресије морају бити и а, и 
b, и аb као предиктори). Када унесемо и ком-
бинацију два предиктора као посебан предик-
тор, наш модел мултиваријантне линеарне 
регресије ће бити знатно бољи, тј. имаће већи 
коефицијент детерминације3. 

 

 

 

 

 

ПАРАМЕТРИ МУЛТИВАРИЈАНТНЕ 

ЛИНЕАРНЕ РЕГРЕСИЈЕ 
 

Као што је већ поменуто, коефицијент 
детерминације (R2) је фракција варијабилно-
сти исхода коју објашњава модел мултивари-
јантне лилнеарне регресије, и може се изра-

чунати на следећи начин: 	�
 = 	
∑ �Ŷ��Ӯ�


�
���

∑ ����Ӯ�
�
���

 , 

где је 	Ӯ   средња вредност свих опсервираних 
вредности исхода, 	Ŷ� вредност исхода за 
појединачног пацијента израчуната из модела 
линеарне регресије, a ��  опсервирана 
вредност исхода за појединачног пацијента4. 
Из једначине се јасно види да је у бројиоцу 
укупна варијабилност коју објашњава 
регресиона линија, а у имениоцу укупна 
варијабилност исхода. Корен из коефицијента 
детерминације је коефицијент корелације (R) 
између исхода и вредности из модела 	� ∗
!� + # ∗ !
 +⋯+ �� ∗ !%, тј. он нам говори 
у коликој мери су повезани исход и збир 
вредности свих предикторских варијабли 
помножених са одговарајућим коефици-
јентима. Више вредности и коефицијента 
детерминације, и коефицијента корелације, 
указују на бољу предиктивну моћ модела, тј. 
независне варијабле заједно боље предвиђају 
вредности исхода.  

Коефицијент детерминације израчунат на 
горе поменут начин може бити нереално 
висок, посебно у случају ако модел има много 
предикторских варијабли; зато се израчунава 
тзв. прилагођени коефицијент детерминације, 
који се коригује за број унетих варијабли, и 
тако представља бољу процену квалитета 
модела мултиваријантне линеарне регресије 
од неприлагођеног коефицијента детермина-
ције.  

Коефицијенти испред предикторских 
варијабли у моделу ("k1", "k2". … "kn")указују 
у којој мери њихове предикторске (независне) 
варијабле утичу на исход (зависну варијаблу) 
НЕЗАВИСНО од осталих предикторских 
варијабли, тј. приликом њиховог израчуна-
вања утицај осталих варијабли је искључен. 
Када је модел формиран, коефицијенти омо-
гућавају да се утицај сваког од предиктора на 
исход тачно квантификује, нпр. ако је коефи-
цијент испред метформина (независна варија-
бла) као предиктора гликемије (исход) -2.3, то 
значи да примена метформина снижава гли-
кемију за 2.3 милимола по литру. У резулта-
тима обраде мултиваријантне линеарне 
регресије коефицијенти из модела (које нази-



 Слободан М. Јанковић 
  
 

 

34 

вамо "сировим”) се обично означавају словом 
"B” са субскриптом (B1, B2,…Bn), док се 
њихов стандардизовани облик означава грч-
ким словом бета ("β”). Стандардизовани 
облик коефицијената се добија када се они 
помноже са односом (разломком) варијансе 
исхода и варијансе тог предиктора, и омогу-
ћава да се варијабле међусобно пореде по 
значају на основу величине стандардизованог 
коефицијента. Што је варијанса предиктора 
већа, стандардизована вредност коефицијента 
ће бити мања, а тиме и значај варијабле чијиј 
је то коефицијент. Дакле, "сирови” коефици-
јенти нам омогућавају да квантификујемо 
утицај сваког предиктора на исход, а стан-
дардизовани коефицијенти да упоредимо 
међусобно значај предикторских варијабли5. 

У резултатима мултиваријантне линеарне 
регресије се за сваку предикторску варијаблу 
израчунава вредност "T” и њој одговарајућа 
вредност "p”. "T” је број који се добија када 
се коефицијент испред предикторске вари-
јабле подели са стандардном грешком коефи-
цијента; што је "Т” веће, тј. удаљеније од 
нуле, то је вероватноћа нулте хипотезе (да та 
предикторска варијабла не утиче значајно на 
исход), тј. "p”, мања. Дакле, "Т” вредност нам 
говори да ли предикторска варијабла значајно 
утиче на исход, што се може закључити уко-
лико је p мање од 0,056.  

 За цео модел израчунава се помоћу 
анализе варијансе вредност "F”, која пред-
ставља количник средњег квадратног одсту-
пања због модела (тј. збира квадрата одсту-
пања израчунатих тачака на регресионој 
линији од средње вредности свих исхода, 
подељеног са бројем пацијената у узорку 
минус 1) и средњег случајног одступања (тј. 
збира квадрата одступања опсервираних вре-
дности исхода од израчунатих тачака на 
регресионој линији, подељенод са бројем 
пацијената у узорку минус 1). "F” вредност 
нам уствари говори колико пута је варијабил-
ност објашњена моделом регресије већа од 
случајне варијабилности, и постаје значајна (а 
тиме и наш модел) уколико превазиђе гра-
ничне вредности у "F” дистрибуцији, изнад 
којих је вероватноћа нулте хипотезе (тј. веро-
ватноћа да регресиони модел није значајан) 
мања од 0,057.      

    

 ПОСТУПАК ИЗГРАДЊЕ МОДЕЛА 
 

Модел изграђујемо тако што укључујемо 
предикторске варијабле и затим пратимо 
параметер модела, тежећи да они добију што 

повољније вредности. Предикторе можемо 
укључивати постепено, један по један (енгле-
ски назив метода "forward selection”), све 
дотле док нови предиктори значајно додају 
способности модела да објасни исход. Могућа 
је употреба и обрнуте методе: све потенци-
јалне предикторске варијабле се унесу у 
модел, да би се затим једна по једна елимини-
сале, и пратило како то утиче на параметер 
модела (задржавамо предикторе чије откла-
њање значајно смањује предиктивну моћ 
модела). Овакав метод се енглески назива 
"backward deletion”. Метод "stepwise selection” 
је комбинација претходна два метода, где 
почињемо са уносом једне по једне варијабле, 
а онда повремено елиминишемо варијабле 
уните у ранијим корацима да би проверили да 
ли све уните заиста треба да остану у моделу 
– резултат је модел са најповољнијим 
вредностима параметара. Најзад, када смо 
сигурни да неке варијабле треба да буду у 
моделу јер постоји концептуално оправдање 
за то, можемо их унети све истовремено, "у 
блоку”, и тиме добити почетну форму модела 
на коју можемо даље надодавати и одузимати 
нове варијабле методом  "stepwise selection”. 

  

ПРОВЕРА КВАЛИТЕТА МОДЕЛА 

МУЛТИВАРИЈАНТНЕ ЛИНЕАРНЕ 

РЕГРЕСИЈЕ 
 

На почетку је поменуто да је један од 
услова изградње доброг модела мултивари-
јантне линеарне регресије једнакомерност 
варијабилности података око регресионе 
линије, тј. да резидуалне вредности (разлике 
између опсервираних вредности исхода и 
вредности израчунатих из модела мултива-
ријантне регресије) буду сличне у целом 
опсегу предикторских варијабли. Једнако-
мерност се може проверити формирањем 
графика где ће на х-оси бити стандардизоване 
израчунате вредности исхода из модела (стан-
дардизоване значи да су апсолутне вредности 
исхода подељене са својом стандардном 
девијацијом), а на y-оси стандардизоване 
резидуалне вредности (тј. апсолутне вредно-
сти резидуа подељене са стандардном девија-
цијом резидуа). Уколико се на графику види 
"облак” од тачака, тј. нема никаквог посебног 
облика или тренда, једнакомерност је постиг-
нута

5.  

Независност варијабилности појединач-
них података (тј. података од појединачних 
пацијената) једних од других се може прове-
рити Дурбин-Вотсон тестом, чији резултати 
варирају од нуле до 4. Вредности око 2 значе 



 Анализа фактора који утичу на исход лечења помоћу  
мултиваријантне линеарне регресије  
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да су подаци независни, док вредности блиске 
нули указују на значајну позитивну корела-
цију, а вредности блиске 4 говоре о значајној 
негативној корелацији5.  

На крају, треба проверити и да ли су 
резидуалне вредности нормално дистрибуи-
ране. Прво се апсолутне резидуалне вредно-
сти дељењем са стандардном девијацијом 
преведу у стандардизоване резидуалне вред-
ности, а затим се нормалност њихове распо-
деле може проветити Колмогоров- Смир-
новљевим тестом или Шапиро-Вилковим тес-
том.  

У закључку се може рећи да је мултива-
ријантна линеарна регресија изузетно кори-
стан метод за испитивање утицаја већег броја 
варијабли на исход (зависну варијаблу) 
лечења који је континуална нумеричка вели-
чина. Не само да је помоћу тог метода могуће 
проценити да ли нека варијабла утиче зна-
чајно на исход  или не, већ се добија и кван-
титативна мера тог утицаја, као и релативни 
значај сваке од варијабли у односу на друге. 

 

ЗАХВАЛНИЦА 
 

Рад је делимично финансиран средствима 
пројекта ОИ 175007 који је одобрило Мини-

старство просвете, науке и технолошког ра-
звоја.  
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