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Kratak sadrzaj: Clanak predstavlja teoriju rada dvobitnog stohasti¢kog
konvertora. Ovaj konvertor se moze koristiti za precizna i tana merenja
efektivnih vrednosti (root-mean-square — srednje kvadratne vrednosti)
napona, struje, elektricne snage ili energije, $to se primenjuje u mreznim
merenjima. Klju¢ni doprinos rada ogleda se u teorijskom izvodenju
granica greSke merenih signala koriste¢i stohasticku metodu.
Standardna devijacija merenih vrednosti tokom odredenog perioda
merenja definiSe se kao greSka. Kada trazimo izraze za merenu
vrednost i njenu gresku, vreme se tretira kao nezavisna uniformna
slu¢ajna promenljiva, tako da se moze primeniti teorija verovatnoce i
statistiCka teorija uzoraka. Ovi uslovi su neophodni jer je predstavljeni
problem veoma nelinearan i stohasticki. Zbog toga se on ne moze reSiti
ni linearnom teorijom diskretnih signala i sistema, niti teorijom slucajnih
procesa. Predstavljeno reSenje je generalizovano, kako bi se ukljucilo
merenje odredenog integrala proizvoda kona¢nog broja signala.

Kljuéne reci: A/D konverzija, tehnika diterovanja, sempling metoda,
verovatnoca, statistika

1. Uvod

Pod pojmom merenje danas se, u metrologiji, podrazumeva diskretno
digitalno merenje (merenje u tacki), odnosno merenje sempling metodom.
Sempling metoda ima dva uzroka sistematske greske: diskretizaciju po
vremenu i diskretizaciju po vrednosti.

Diskretizacija po vremenu se moze eliminisati kao uzrok sistematske
greSke ako su zadovoljeni uslovi teoreme o odabiranju (uzorkovanju,
semplovanju, semplingu). Da bi bili zadovoljeni uslovi teoreme o odabiranju,
neophodno je da frekvencija uzorkovanja (semplovanja) f; bude bar dvostruko
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veca od maksimalne frekvencije koja se javlja u merenom signalu, odnosno
gornje granice frekvencijskog opsega merenog signala f, tj. da bude
zadovoljen uslov f; = 2*f;. Drugim reCima, vazno je da vremenski interval
izmedu dva uzorkovanja At = 1 / f; bude $to je moguce maniji, $to se postize
fle§ A/D konvertorima kod kojih je At = 1ns, pa je f;= 1GHz.

Diskretizacija po vrednosti, sa druge strane, uvek prouzrokuje
sistematsku gredku koju nije moguce u potpunosti eliminisati, ali ju je moguce,
pod odredenim uslovima, drzati u okviru zeljenih granica.

Standardna strategija merenja u tacki razdvaja pristup merenja signala i
njegovih parametara — u odabranom trenutku vremena potrebno je digitalno
merenje signala maksimalne (teorijski idealne) tacnosti. U cilju da dobijemo
potpune informacije o merenoj veliinu, moraju biti zadovoljeni svi uslovi
teorije uzorkovanja. Matematika koja objasSnjava ovaj pristup je algebra, a
primenjena je teorija diskretnih signala i sistema. Ova strategija merenja je
okosnica razvoja u metrologiji, upravljanju, telekomunikacijama, itd.

Strategija "merenje na intervalu" formulisana u [1] ima izrazene prednosti
u odnosu na standardni pristup "merenje u tacki" u tri bitne oblasti:

a) merenja brzo promenljivih signala,
b) merenja signala Suma,
c) za merenja koje zahtevaju veliku preciznost i linearnost.

Tredi slucaj je od najveéeg znacaja u metrologiji i razraden je u [2], gde je
pokazano kako da sistematske greSke drzimo u okviru prihvatljivih granica.
Poznato je da se sa svakim novim bitom rezolucije duplira hardver fle§ A/D
konvertora, odnosno izvori sistematskih greSaka, a merenje na intervalu
podrazumeva veoma jednostavan hardver (fle§ A/D konvertor niske
rezolucije). Merenje na intervalu je integralni pristup za merenje signala i
njegovih parametara - signal [3] ili neki od njegovih parametara [2] se mere u
toku konac&nog vremenskog intervala proizvoljnog trajanja. Pokazano je da
jedinstvenost merenja u svakom trenutku ne mora da bude maksimalno
precizna, dok je merna nesigurnost smanjena dodavanjem ditera, analognog
signala uniformne raspodele amplituda (slu¢ajnog Suma), na ulazni signal pre
A/D konverzije. Matematicki alati koriS¢eni u ovom slu¢aju su matematicka
analiza, teorija verovatnoce, statistika i teorija uzorkovanja. Osnova pristupu
merenja ovog tipa je definisana Weierstrass-ovom aproksimacionom
teoremom, a strategija je zasnovana na mnozenju dva signala i integraljenju
njhovog proizvoda na konaénom vremenskom intervalu.

Predstavljeno redenje je generalizovano izlozenom teorijom za integraciju
proizvoda viSe od dva signala koris¢enjem dvobitnog fles A/D konvertora -
najjednostavnijeg i najbrzeg, ali najmanje preciznog uredaja. Otuda je
problem veoma nelinearan i stohastiCki, pa se ne moze primeniti ni
standardna linearna teorija diskretnih signala i sistema, niti teorija slu¢ajnih
procesa. Treba da se razvija alternativni pristup. U sustini, koristi se centralna
grani¢na teorema [4] koja je grani¢na statistitka teorema (N — o), a koja,
zbog velike brzine savremenih elektronskih kola, moZe da se primeni i na
realno kratkim intervalima vremena Cime postaje praktiCno vrlo upotrebljiva.
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Matematika prikazana u ovom radu izgleda sloZena, posto se vreme na
intervalu merenja tretira kao nezavisna uniformna sluc¢ajna promenljiva.

Tabela 1. Za dalja razmatranja, uvedimo slede¢e oznake

Y merena vrednost
R opseg ulazne vrednosti
4 broj pozitivnih kvantnih nivoa
a kvantum fle§ A/D konvertora uniformnog kvantizera
h uniformni slu€ajni signal (diter)
p(h) funkcija gustine verovatnoée signala h
na n - ti kvantni nivo
(n+1)a | n+1 - vi kvantni nivo
| Aa| udaljenost merenog signala y od najblizeg kvantnog nivoa
¥ izlaz uniformnog kvantizera / digitalnog mnozaca
— srednja vrednost izlaza uniformnog kvantizera / digitalnog
¥ mnozaca
P verovatnoca ili funkcija verovatnoce
Y, na - izlaz uniformnog kvantizera
Yo (n+1)a - izlaz uniformnog kvantizera
oy standardna devijacija signala y
standardna devijacija greSke kvantizacije diterovanog ulaznog
Oe \
signala
Oy standardna devijacija izlaza uniformnog kvantizera
E greSka kvantizacije diterovanog signala y

+g, -g | odluka nivoa (prag napona) u 2-bithom fle§ A/D konvertoru
by, by | pragovi komparatora 2-bitnog fle§ A/D konvertora
ON ograniavac nivoa

X,y srednja vrednost signala x i y

dpx elementarna (diferencijalna) verovatnoc¢a da se desi x
dp: elementarna (diferencijalna) verovatnoc¢a da se desi t
AP uslovna (diferencijalna) verovatnoéa da se desi x ako se desi ¢
p(x) gustina verovatnoce funkcije Py

p(t) gustina verovatnoce funkcije Py

p(x/t) gustina verovatnoce funkcije Py,

o Dirakova delta funkcija

go(t) oblik signala x

Ms tre€i centralni momenat gresSke kvantizacije

K velika realna pozitivha konstanta

N konacan broj uzoraka

U proteklih petnaest godina na Katedri za elektricna merenja Fakulteta
tehnickih nauka Univerziteta u Novom Sadu brojne simulacije, eksperimenti i
razvoj mernih instrumenata su dokazali primenljivost metodoloSkog pristupa
"merenje na intervalu" [2, 3, 5]. Realizovani merni instrumenti koji rade na
ovom principu koriste se za slede¢a merenja:
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- merenje efektivne vrednosti raunanjem srednje vrednosti

. = /le;uz(t)dt

- merenje aktivne snage raunanjem srednje vrednosti

p :%l‘u(t) ()t

- merenje aktivne energije raCunanjem odredenog integrala
T

E = [u(t)it) dt

0

- te izraCunvanjem koeficijenata ortogonalne transformacije

== _[ sin(keot) dt i B, =—j cos(ket) dt

2. Uniformni kvantizer i uniformni slu¢ajni diter u DC
rezimu

Slika 1 prikazuje princip dodavanja diterskog signala h merenom signalu
y. Uloga ditera je da statistiCki raspregne gresku kvantizacije uniformnog
kvantizera i ulazni signal [6], kao i da omoguci precizno merenje koriS¢enjem
konvertora niske rezolucije [2].

_\':?—u ADC j>¥l
h

SlI. 1. Blok dijagram primene slu¢ajnog ditera h na merni signal y

Neka je diterski signal slu¢ajan i uniformne raspodele gustine verovatnoce
1 a

p(h)=— za |h| SE, tada ga mozemo graficki interpretirati kao na slici 2,
a

gde je sa @ = 2Q oznacen kvant uniformnog kvantizera. Tada vazi:

ly|<R, R=Za, |y+h|:R+% (1)
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1fa

" h

- +g
SI. 2. Gustina raspodele diterskog signala h

Proces merenja srednje vrednosti uniformnog kvantizera i pripadajuce
pragove odlu€ivanja mozemo graficki predstaviti kao na slici 3.

YA
(n+1)ua vy

m.’+%“ (¢ ¢

.\.

na — '
N . e B a N e N N \
N g B N N N L 7 AN :

L'(l'_? a

A4

(n-1)a

SI. 3. Geometrijska reprezentacija procesa merenja @

Lema 1: Ako je: y = const = na +|Aa| onda je: ¥ = na+|Aa|=y.

Dokaz L1:
LP = \Pn+l ’ P(l//n+1) + an ' P(l//n)

— Ad a—|Aa
¥ =(n +1)a-u+ na-L: na-+|Aa=y

a a
Sto je trebalo da bude dokazano. To je slu€aj konstantnog ulaza u konvertor.
Dakle, srednja vrednost (matemati¢ko oclekivanje) izlaza iz kvantizera na
Cijem ulazu je diterovan jednosmerni napon y je upravo jednaka merenoj

vrednosti!
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Lema 2: Varijansa (srednja kvadratna greSka ili standardna devijacija)
slu¢ajne promenljive ¥ (izlaza fle$ A/D konvertora) je

o2 =|Aa|-(a—|Ad]), y = const

Dokaz L2: Oznagimo ¥, — ¥ =¢,, (i = n,n +1) tada je varijansa:
=0l (qJM ¥f Py, + (¥, - ¥f -P(y,)

@ = (a-faalf L4 g 24

a
ol = (a—-|Ad))- |Aa|

Sto je trebalo da bude dokazano. To pokazuje koliko je daleko od sredine
svaki rezultat merenja (definisano kao greska).

Posledica 1: MoZe se videti da je za svaki |y| <

ai=?=(\P—¥)2=?—2\P§+¥2=?—2§¥+¥2=?—?
- 3.2 . a2

=P2oyi<T o WYryigoo

y 4 y 4

Ovo je veoma vazna karakteristika gore opisanog mernog procesa. U ovom
slu€aju ulazni signal Yy viSe nije konstantan nego ima opseg vrednosti.

Posledica 2: Kako Z (broj pozitivnih nivoa kvantizacije) nije naveden, sve
gornje vazi i za Z = 1. U tom slucaju, fle§ A/D konvertor je veoma
jednostavan, sa minimalnim hardverom kao $to je prikazano na slici 4.

Y
D—’_D

¥

ON

b

1%, li_g "(‘fk

SI. 4. Dvo-bitni fles A/D konvertor sa dodatim uniformnim diterom
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Za konvertor na slici 4 vazi sledece:

a 1
a=20t.9g=—, R=a=2g, h)=— 2
94 9=1 9. plh)=7 ; 2)
Moguce vrednostiza ¥ su V¥ € {— 29,0,29}, a analiticki izraz za YV je:
LP:ZQ'(b1_b_1) (3)

gde b,b, €{0,1} i b -b, =0, odnosno nikada nije moguce da by i b,
istovremeno uzmu vrednost 1 - to bi znagilo da je istovremeno Yy >0 i
y <0, $to je nemoguce (za bilo koji ulazni signal y # 0).

v + T

g :—_p( ) |

I = m . . Zﬁ”
UP-DOWN :> -

’_:DW COUNTERI

' N

COUNTER?2 :: >

SlI. 5. Merenje srednje vrednosti signala izlaza dvo-bitnog fle§ A/D konvertora

% % ®clk

— (COUNTER1 N
 _ (COUNTERL) >:i2\y(i)
(COUNTER2) N3
Ako frekvencija uzorkovanja teZi beskonacnosti i ako su registri

beskonacne duZine, onda je: ¥ =Y. Ovaj odnos vazi i ako je frekvencija
uzorkovanja konac¢na, a vreme merenja beskonacno dugo. Klju¢no pitanje je
kolika je razlika izmedu ¥ Yy ako su i frekvencija uzorkovanja i interval
merenja konacni. Primetimo da funkcija ¥ = C nije monotona i nema inverznu

funkciju, koja je neophodna za dobijanje funkcije gustine verovatno¢e (PDF),
Sto bi omogucilo direktnu primenu centralne graniéne teoreme u cilju procene
merne nesigurnosti.

3. Opsti sluéaj ograni¢ene funkcije na konaénom intervalu

Lema 3: Neka je X = ¢(t) ograniena integrabilna funkcija na intervalu

1 %
t) dt bez
tz—tl£¢()

obzira da li je t deterministicka promenljiva ili slu¢ajna promenljiva uniformne

te [tl,tz]. Njena srednja vrednost na intervalu je: X =
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raspodele Cija je funkcija gustine verovatnoce (PDF): p(t) = -
24

Dokaz L3: Ako je vreme t deterministicka promenljiva, dokaz je trivijalan i
svodi se na definiciju.

Ako je t slu€ajna promenljiva uniformne raspodele €ija je PDF p(t): O
21
tada je i x slu€ajna promenljiva i to zavisna od t. U opStem slucaju, vaZi
sledece:

+00
X = .fx. p(x)dx (4)
gde je p(x) funkcija gustine raspodele verovatnoce slucajne veli€ine x, a dP, =

p(x)dx elementarna verovatno¢a, odnosno diferencijal funkcije raspodele
verovatnoce slu€ajne veli€ine x.

X = Tx -dP, (5)
Kako je x zavisno od { to vaZi
dP, =dP, - 0P, = o5/ )- p(t)- ox- it ©)
Prema uslovima teoreme p(t) = 0 itl , ali $ta je p(x/t)=%?
Sa slike 6 moze se videt:
p(x/t)=5(x - t)) (7)
Py
;
7 il
plAt)

I

P I

Sl. 6. llustracija dogadaja X = ¢(t) kada se desi t
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+o0
Simbolic¢ki integral: X = J.X -dP, postaje u stvari:

X

—00

ty +oo
(8)
-
Ako ovaj integral postoji, redosled integracije je irelevantan, dakle:
X = dt { x-5(x - dx 9)
t2 f L olt))- "ot tf olt

Sto je trebalo da bude dokazano. Ovaj izraz uvodi interval merenja, a ne
tacku, kao pojam bitan za mereni rezultat. Uoimo da je trenutak u kome se
merenije vrsi slu€ajna promenljiva uniformne raspodele na datom intervalu.

Teorema 1: Neka je Y = f (t) ograni¢ena integrabilna funkcija i h uniformni

slu¢ajan signal, koji zadovoljavaju uslove (1). Tada je srednja vrednost izlaza
t

— — 1
fle§ A/D konvertora prikazana na sl.1, ¥ data kao: ¥ = - J. f(t)dt
27 My

Dokaz T1: Na osnovu gore dokazane leme tretiraéemo vreme kao slu¢ajnu
promenljivu. ¥ je sluéajna promenljiva koja zavisi od y i h, dok Yy takode
zavisiod t.

R
Y= J.l// dP, je simboli¢ki integral. Elementarna verovatno¢a da se V' desi

,Rl
je:

dP, = dP, -dP, = dP,,
t

auz dP, =5(y - f(t))~%~%~dy-dt-dh simboli¢ki integral postaje

-dP, -dP, (10)

t2_1
pravi:
- [ ooty 1)L
¥=([[¥-s(y-ft))-—— =-dy-dt-dn (11)
—Rt; t,-t a

Ako ovaj integral postoji, redosled integracije je irelevantan, dakle:
a

jdtp — f(t dyJ.‘P d; (12)
lt -R

2

@:
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a
R N : :
Zbog Leme 1, sledi da je: J-‘Pz—zy,akOJe y =const, onda je :
a <0
2

V= J.dtJ.y s(y— f(t))dy (13)
2 lt -R
t:
_ 1 & _
= [f)dt=y (14)

$to dokazuje T1. Primetimo da je v :9, Sto ukazuje da uredaj prikazan na
slici 5 meri srednju vrednost signala na intervalu.

Teorema 2: Neka je Z=1, a standardna devijacija (srednja kvadratna greska)
€ pojedinacnog merenja Y je € = — Y. Tada je:

jf

1t1

29 %
2
ol = |f(t) dt-
t, -t !1'

Napomena: T1 predstavlja rezultat merenja, a T2 definiSe njegovu gresku.

Dokaz T2: Hajde da prvo razmotrimo karakteristike greske € :
(i) e je slucajna promenljiva, jer je ¥ slucajan, a Y deterministicki,
(ii) Y i & su, naosnovu (i), medusobno nekorelisane veliCine,
(iii) e=0 koji sledi iz T1 (i), jer je e=Y-— y =0,
(iv) ¥ = y+e samim tim i na osnovu (i) i (ii):

2 2 2 .. ) 2
o, =0y -0, .oy =0, t0,

Odredimo prvo ai :

(——2 AT T2 T, T2 T =2

B (77) L [V 7 TV B AN O
Analogno:
jdtjé — £t dyj‘{’2 dh (16)
29

lt -R

R
T2=IT?d%
-R

Ako je ¥ =2g(b, —b_l) matemati¢kom indukcijom se lako dokazuje da je:
¢! =[sgn(¥)] -[¥|-(29)" (17)

gde je sgn(‘P) znak slucajne promenljive ¥ , a | je prirodan broj.
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Na osnovu gornje relacije je: P2 = |‘P| -2, odakle je:

Ty 2
" j|f (t) dt (18)
t, -4 t
i konacno:
2
29 % 1%
2
ol = |f(t) dt- f(t)dt (19)
) tz_tli'l. tz_tlE[
Odredimo dalje 0'5:
Ako je t slucajna promenljiva uniformne raspodele p(t) = " , onda
24
je Y takode slu¢ajna promenljiva, pa:
— =2
oy =y’-y (20)
t, 2
tj. o2 = f2(t)dt - f(t)dt 1)
e AL ey
Konacno
t;
2 2 2 2
o, = dt— fe(t)dt
R o

$to je trebalo biti dokazano. Ovaj rezultat pokazuje kako varira greska
merenja.

Veli¢ina € je slu¢ajna,i € = 0, samim tim:

—_ zg t2
ocl=e?= f(t dt—
tz—g{' (t)

j f2(
Y t,

Dovoljan uslov za vazenje izlozene teorije, kao i centralne grani¢ne
teoreme, je da je bilo koji tre¢i momenat, ukljuujuci i trec¢i centralni momenat,
ogranicen:

e®=(e—e)’=M,<K

Teorema 3: Tredi centralni momenat M, promenljive € je ogranicen.
Dokaz T3: Treci centralni momenat je:
3 1 3 T3 AT T2 —3 = — —3
M,=e’=(¥-y)’=¥°-3¥°y+3¥y -y =¥’ -3yol -y

- _ — — — —2
M,=¥°-y-(Bol+y) = Msé“ll3 +M-(3a§,+y )
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Lako je primetiti da jeMs R i o2 <R?, samo je nepoznato ‘@ Na
osnovu (17) je:

¥ =(29) [son(¥)f -|¥|=(29) - ¥

¥i=(29f ¥ =(29) -y<(29) ‘R=R’
pa za Z=1, iz Gega sledi daje R =29 =a, dobijamo:

M, <R®+4R®=5R®=5.(2g)° = 40g° (22)

Cime je dokazana teorema T3. Na osnovu T3 i [4] na greSku pojedinacnog
merenja moguce je primeniti centralnu graniénu teoremu i statisticku teoriju
uzoraka pa je:

Y=y+e (23)
Na osnovu T1 je Y= 9 pa je e =0. Takode vazii:
a% = o:j + 0'62 (24)

Kako je y deterministicka promenljiva i veli¢ina koja karakteriSe signal, ona ne
predstavlja greSku nego samo Géz. Prema tome, greSka merenja je

O':\/g: e (*)
e N \/W

Pitanje je: "Koji je minimalan broj ravnomerno uzetih uzoraka neophodan da
gornja procena vazi?" Pogledajmo sa druge strane: "Koji je minimalan broj

uzoraka na intervalu t e [tl,tz] neophodan, tako da diskretan skup uzoraka

predstavlja funkciju y = f (t) ?" Ogigledno je da treba da se primeni Niquistov
uslov.

Teorema 4: Potreban uslov da bi vaZila procena (*) greSke merenja srednje
vrednosti (integrala) funkcije y = f(t) na intervalu t e [tl,tz] uredajem sa
sl.5, je broj N definisan Niquist-ovim uslovom.
Dokaz T4: Pretpostavimo da imamo kontinualan signal (funkciju) koju
mozemo predstaviti trigonometrijskim polinomom n-tog stepena. Ukoliko
signal nije periodi€an mozemo ga predstaviti kao periodi¢an signal sa
prekidom prve vrste.

Pretpostavimo da uslov nije potreban i da signal mozemo rekonstruisati

kao y = A, -cos(nawt)+ B, -sin(nat) odnosno da mozemo zanemariti sve
Clanove nizeg reda od n.
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1 L
Uzmimo tadadaje f,=n-f idajet, -t = L-—:T

f

gde je L velik ceo broj, pa je onda (zbog k = {1,2,...,n}) Ln vrlo velik ceo
broj, a nf je najvisa ugestanost u signalu.

IzvrS§imo rekonstrukciju na ovaj nacin dobijenog signala. Ako sa E oznacimo
amplitudu n-tog (jedinog) harmonika, ocigledno je da srednja vrednost

kvadrata ovog signala moze poprimiti sve vrednosti y2 <E? (8to nije

jednoznacéno i zavisi od pocetnog trenutka semplovanja). PoSto znamo da
_ 2

treba da dobijemo konstantu y2 :7, time je teorema T4 dokazana

kontradikcijom.

4. Merenje odredenog integrala proizvoda dva signala
Pretpostavimo da imamo dva fle§ A/D konvertora na sl.4, sa svojim

ulazima Yy, = f,(t) i slu¢ajnim signalom h,,i y, = f,(t) i h,, respektivno, i

izlazima ¥, i ¥, . Ako uvedemo te izlaze u mnozac, kao $to je prikazano na

slici 7. lzlaz mnozata je: W=, -V, i moze da uzme vrednosti:
e |- (20) 0.+(29) |

»ilt)

b
2 + oN |-
7y A
Bl || - ' K
+ ON M U
= byl N 1 M
Q p U
7 L
¥ (1) T B A | A
-+ ON = & T
— 0
- 3
hylt) | 2 R
+ ON
b712
+g -g

SI.7. Dvo-bitni mnozac¢

Teorema 5: Neka su Y, = f,(t) i y, = f,(t) ulazni signali u dva 2-bitna fles

A/D konvertora na kanalima | i I, ¢iji izlazi ‘¥, i ¥, odgovaraju mnozacu na

sl. 7. Ako su slu€ajni uniformni signali hl [ h2 na kanalima | i Il medusobno
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nekorelisani, onda je, na vremenskom intervalu T =t, -t , izlaz srednje

vrednosti mnozaca, @ dat kao:

— 1 & -
W= [ i) () dt=Y, Y,
1t

2
Dokaz T5: Ranije postavljen uslov za ulazni signal Y i diterski signal h, ovde
dodatno proSirujemo u pogledu medusobne nezavisnosti diterskih signala hl i
h,. Takode treba imati u vidu da su vreme t i diterski signali h, i h,

nezavisne promenljive, dok Yy, i Yy, zavise od vremena t. Analogno sa

+00
dokazom T1, dobijamo da je: ‘P=J.‘P~ dP,

Zoog: O, =0P, -dP, -dP, -dP, =dP, -dP,  -dR,-dP, -dP,
t t
uzimajuci u obzir da je:

Y= \Pl '\sz dPy% = 5[y1 - fl(t)]' dyl’ dPy% = 5[y2 - fz(t)]' dyz

P -—1 .dt, dP ——.dh, dP, ——.dhn,
t, -t ' 29 29
dobijamo:
1
dP‘P:é‘[yl_ fl(t)]'é‘[yz_ fz( )]'H'E'dyl dyz dt- dhl dh
pa je matematicko o€ekivanje (srednja vrednost) veli€ine ¥ definisano kao:
t, +29 +29
t_tjdtja[yl f(1dy, [oly,~ f(t)]dyzj‘P j
1y, -29 -29 -9

U datom trenutku, signal je konstanta: t = const = y; = const, dakle:

+9
[ -Z—Z: y, i=12 (25)
-9
Otuda imamo izraz za srednju vrednost veli€ine @ :
o t, 429 +29
Y= jdt [oly, = . ®1-y, -dy, [y, - £, (0¥, -dy,
2 1 t,  -29 -29
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t.

P =

1 % —_—
[ 1.0 fL®-dt=y, -y,
2L t
8to je trebalo dokazati. Teorema 5. definiSe merenu snagu signala.

Teorema 6: Ako je ¥ =y, -y, +€ trenutna vrednost izlaza mnozaca, gde je
e greSka merenja proizvoda, onda je varijansa gre$ke e data kao:

2t2 1 t,

= SEROIA0Y:

t, -4 t
Dokaz T6: Analogno sa dokazom T2, e =¥ -y, -y, :
(i) € je slu¢ajna promenljiva,
(i) ¥ iy, -y, sumedusobno nekorelisane promenljive,

(i) =W -y, -y, =0,
(ivy¥=vy,-y,+¢€,paje O'é,:o'2 —0' t. 0' —O'\P—O'

1Yo Y1¥a

Varijansa proizvoda je:

o = (¥ Pf =¥ 2P+ P =

2 _w2_v v’ (20)
O-l// = \P - yl ’ y2
Kako je Y, - Y, poznato iz teoreme 5, treba da se odredi samo L
w2 oypl g (27)
¥ =(29)- ¥ i=12 (28)
¥ =(20)" ¥, ¥ (29)
Po analogiji sa dokazom T5:
| L . 1 &
‘qll.\Pz‘:‘yl-yz‘:—t — [11.0)1, () dt (30)
2" hy

—2
odakle je: o5 =W*—y,-Y, ,odnosno:

o2 = (29) “f [ti Tfl(t)fz(t)dt} (31)

2 t,
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Sa druge strane, na osnovu leme 3:

T N, T2
or, =) = Vi Y, (32)
t.

O, = Jf [t 1t tfzfl(t)fz(t)dtr (33)

1t1 2 My

i dobija se sledece
t,

2 1
o2 = ( g) ﬂf (t)|dt—t _titf 2 (1) £,2(t) ot

$to je trebalo dokazatl. Teorema 6 pokazuje kako greSka varira kada se koristi
stohastiCki metod za merenje snage signala.

Teorema 7: Treci centralni momenat M, greSke merenja € izlaza mnozaca

je ogranicen: M, <K, gde je K realan pozitivan kona¢an broj.

Dokaz T7:

Msz(e_é)azgz(ql_yyb)g
My =P° 32y, -y, +3F- Y-y, — Y, Y,

— _— P 2 I 13
M. <[+ 37y v+ %] vy [y (34)
U gore navedenom odnosu poznate su sve vrednosti osim ‘@ . Kako je:
‘@ =3 °=(29)%¥, - (29)*¥, = (29)*%, - ¥,
- (35)
= 29) v,

vredi M, <(29)°+3-(20)° +3-(20)° +(29)° =8-(29)° ¢ime je
dokazana T7.

Posledica 1. Teoreme 7: | centralna graniéna teorema i teorija uzoraka, vaze
za veliinu €, pa je za diskretna merenja:

ol =—¢ (36)

gde je N broj uzoraka u vremenskom intervalu T =t, —t,.
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Posledica 2. Teoreme 7: Procena (36) je tacna ako diskretni skupovi uzoraka
Y, e {¥,(1),¥,(2), - ¥,(N)} i ¥, e {¥,(1),¥,(2),¥,(N)} mogu da
predstavijaju funkcije y, = f,(t) i y, = f,(t), sto znadi da je zadovoljena
teorema uzorkovanja, odnosno Niquistovi uslovi u pogledu uniformnog
uzorkovanja signala Y, i Y,.

Teoreme T5, T6 i T7 se mogu generalizovati za proizvod M signala, i u
tom slucaju vredi:

_ 1 %
¥ = jfl(t)- f,(t)-...- f, (t)-dt (37)
t, -t t
29" 2
o2 :(g—)ﬂfl(t)fz(t)-...- o (O] dt -
tz _t’l t
L (38)
- [ 205 (1)-...- f,*(@) dt
-t t
52 =T (39)
e N

U digitalnom merenju, srednja merena vrednost je:
= 1 J . . .
‘P=W'Z‘P1(')"Pz(')'---"1’M(') (40)
i=1

Opsti slu€aj za odredivanje merne nesigurnosti izraza (40) dobija se
generalizacijom teorema T5, T6 i T7.

5. Diskusija i prakti¢na realizacija uredaja

Dvobitni AD konvertor ima jednostavan hardver, ¢ime je omogucéeno
jednostavno merenje signala, kao i realizacija paralelnih merenja, bez uticaja
na brzinu konverzije, preciznost i tacnost merenja. PoSto rezultat AD
konverzije moZe da poprimi samo vrednosti iz skupa {-1, 0, +1}, jednostavne
su i operacije nad odmercima i njihova paralelna obrada. Algoritme merenja
efektivne vrednosti napona, struje, aktivne snage itd. ne izvrSava procesor
nego jednostavan paralelni hardver kako je prikazano na sl.5. i sl.7. Pri obradi
se koristi jednostavno digitalno filtriranje, pa se ono svodi na sabiranje i
oduzimanje koeficijenata filtra. Primetimo da nema mnozenja,
najkomplikovanije i vremenski najzahtevnije operacije u digitalnom filtriranju.
Pokazuje se da se koriS§¢enjem digitalnog filtriranja moze jednostavno i
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precizno mereriti frekvencija mreznog napona i struje i meriti njihov fazni
pomak i faktor izobliCenja, a praktiCne realizacije su izuzetno jednostavne,
pouzdane i brze.

Kod merenja na elektrodistributivnoj mrezi, ako je u€estanost mreznog
napona 50Hz, onda je ucestanost mreZzne snage i snage signala napona i
struje 100Hz, pa je najkraéi vremenski interval u kome ima smisla meriti
10ms. Najkraci vremenski interval definiSu dva uzastopna prolaska kroz nulu
osnovnog harmonika napona, a za bilo koji drugi vremenski interval se uzima
celobrojni umnozak najkraéeg vremenskog intervala. Posto se istovremeno
odvijaju i merenje i obrada signala, na kraju definisanog vremenskog
intervala, upravo u trenutku kad se on zavrSava, na rasplaganju su svi
rezultati, praktiéno bez ikakvog kasnjenja.

Jedna prakti¢na realizacija je prikazana na fotografiji, na slici 8.

S1.8. Cetvorostruki trofazni analizator snage

Fotografija prikazuje Cetvorostruki trofazni analizator snage, koji na opisanom
principu meri 16 efektivnih vrednosti struja, tri efektivne vrednosti napona,
faktore izobli¢enja tri fazna napona, 12 aktivnih snaga, 3 frekvencije i preko
stotinu izvedenih veli€ina sa promenljivom rezolucijom u vremenu i po
vrednosti i osnovnom ta¢noscu 0,2% od opsega (FS — Full Scale). Od
20.09.2011. u jednoj NN trafostanici ,Elektrovojvodine (TS ,Skolska“ —
Veternik) neprekidno radi, bez i jednog otkaza, opisani uredaj koji se daljinski
kontroliSe.
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6. Zakljucak

U prezentovanoj teoriji, nema pretpostavke o talasnom obliku signala koji
se meri dvobitnim fle§ A/D konvertorom. 1z relacija (37) i (38) moze se videti
da talasni oblik signala direktno uti¢e i na merenu veli€inu (integral proizvoda)
i na njenu standardnu devijaciju (preciznost). Prema tome, ako je nepoznat
talasni oblik signala koji se meri, standardna devijacija, odnosno preciznost sa
kojom se meri signal, ne moZe se izraCunati. Ako su, medutim, zadovoljeni
uslovi teoreme o odabiranju, onda ¢e diterovani dvobitni uzorci sadrzati
dovoljno informacija o talasnom obliku merenog signala i moguce je da se vrlo
precizno odredi standardna devijacija merenja integrala proizvoda signala [7].
Kao $to se moze videti iz jednacine (31) i teoreme 6, konvencionalna obrada
rezultata merenja ne daje tanu vrednost standardne devijacije. Teorema 6.
daje taCan rezultat, ali jednacina (31) daje netaan rezultat, iako se ¢ini
logi¢na i standardna.

Ovaj rad teorijski dokazuje mogucnost veoma tacnog i preciznog merenja
odredenog integrala proizvoda dva ili viSe signala pomo¢u dvobitnog fle§ A/D
konvertora. U [1] je potvrden ovaj metod i simulacijom i eksperimentom.
Matematika prikazana u radu je originalna, specijalno razvijena za ovu
namenu. Najvaznija ideja je tretiranje vremena u okviru intervala integracije
kao nezavisne uniformne slu€ajne promenljive. | merena vrednost i njena
preciznost veoma zavise od talasnog oblika merenog signala. Medutim, ako
su ispunjeni uslovi teoreme o odabiranju, merena vrednost i merna
nesigurnost mogu se precizno utvrditi, bez obzira na talasni oblik signala.

Teorija izlozena u ovom radu je potvrdena brojnim simulacijama i
kalibracijom niza razvijenih uredaja od kojih je posledniji Cetvotostruki trofazni
analizator snage realizovan 2011. godine.
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Abstract: This paper presents the two-bit stochastic converter theory of
operation. This converter could be used for the precise measurement of
the effective (root-mean-square) value of voltage, current, electric power
or energy and thus, could be applicable to grid measurements. The key
contribution of this paper is the theoretical derivation of error limits when
measuring signals using the stochastic method. Standard deviation of
measured value over a specified measuring period is defined as an
error. When finding expressions for the measured quantity and its error,
ttime is treated as an independent uniform random variable; therfore,
probability theory and statistical theory of samples can be applied. This
condition is necessary because the presented problem is highly
nonlinear and stochastic and thus, cannot be solved by the linear theory
of discrete signals and systems, or by the theory of random processes.
The presented solution is generalised in order to include the
measurements of the definite integral of the product of a finite number of
signals.

Keywords: Analogue-digital conversion, Dither techniques, Sampling
methods, Probability, Statistics

Measurement of Definite Integral Product of Two or
More Signals using Two-Bit ADCs
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